Ricorsione – versione 2.0 Marzo 2002


RICORSIONE

Esistono problemi tutto sommato semplici da descrivere che portano ad algoritmi incredibilmente complicati se trattati con gli strumenti di programmazione visti sino ad ora… Ad esempio: molte situazioni reali sono adatte per essere rappresentate con una struttura chiamata albero. Un albero è formato da elementi chiamati nodi collegati da archi: 


Nel disegno i nodi sono rappresentati dai cerchietti, gli archi dai segmenti che li congiungono. In realtà si tratta di un caso particolare di albero chiamato albero binario, in quanto ogni nodo può avere al massimo due figli (ma anche uno o nessuno). Gli alberi più complessi (generici, senza limiti sul numero di figli) possono comunque essere rappresentati con un albero binario costruito in modo ‘furbo’ (scoprirete più avanti nel corso come …).

Il nodo iniziale, quello in cima per intenderci, è chiamato root (radice). I nodi terminali (quelli senza figli) sono chiamati foglie. I figli diretti di uno stesso nodo sono fratelli tra loro.


Qualche esempio d’uso: in un gioco un albero può rappresentare per ogni possibile ‘mossa’ le risposte dell’avversario e per ciascuna di queste le possibili contromosse e così via; i sistemi operativi utilizzano strutture ad albero per memorizzare la struttura delle cartelle e relative sotto cartelle; un albero genealogico; l’organigramma delle figure di un’azienda (boss, capi reparto, dipendenti ecc.); alcune delle tecniche più sofisticate di gestione degli archivi usano strutture ad albero (B+ tree). 

E’ ovvio che ciò che conta è il ‘contenuto’  di ogni nodo. Per un gioco (scacchi ad esempio) ogni nodo potrebbe memorizzare la situazione appena prima o appena dopo una certa mossa (la matrice della scacchiera). Il sistema operativo potrebbe memorizzare l’elenco dei file in quella directory (non è proprio così …); per l’albero genealogico i dati anagrafici della persona associata a ciascun nodo ecc.  

Ma come si rappresentano gli archi? La soluzione classica prevede la gestione tramite memoria dinamica: ogni nodo memorizza i puntatori ai figli. Ad esempio:

type

  Pun=^Nodo;

  Nodo=record

     ParteInformativa: string;

     sx: Pun; (* memorizza il puntatore al figlio di sinistra *)

     dx: Pun   (* memorizza il puntatore al figlio di destra *)

   end

OK, immaginiamo di avere l’albero già perfettamente costruito e che la variabile puntatore inizio punti al primo nodo (root). Ed ecco la sfida: scrivere un programma che stampi l’elenco di tutte le parti informative memorizzate nell’albero. E’ una richiesta banale: se non riuscissimo a fare almeno questo l’albero sarebbe inutilizzabile! Da un punto di vista logico si tratta di visitare tutti i nodi e per ciascuno stampare la parte informativa. Sfido chiunque a trovare una soluzione che faccia uso di cicli: essa esiste ma è di elevata complessità. E’ anche quasi incomprensibile … Ed è pure lunga alcune decine di righe. Guardate invece l’eleganza, la semplicità e l’estrema leggibilità di questa soluzione (ricorsiva):

procedure StampaAlbero(nodo: pun);

begin

   if nodo<>NIL then

   begin

1. writeln(nodo^.ParteInformativa);

2. StampaAlbero(nodo^.sx);

3. StampaAlbero(nodo^.dx)

  end

end; 

Considerando l’if’ sono solo sei righe !!! Sembra quasi impossibile… La stampa completa è comandata con StampaAlbero(inizio) dove inizio è il puntatore al primo nodo dell’albero (la radice). La logica di esecuzione è assai semplice: stampare la parte informativa del nodo di cui si è ricevuto il puntatore e chiamare quindi prima la stampa pe il figlio di sinistra ( StampaAlbero(nodo^.sx) ) e poi per quello di destra ( StampaAlbero(nodo^.dx) ). Il meccanismo si ripete sui rispettivi figli sinistra/destra fino a raggiungere le foglie.

La procedura chiama quindi sé stessa (ricorre ai servizi di sé stessa, da cui il termine ricorsione) ma ogni volta passando un puntatore che la fa avvicinare alle foglie. Con queste ultime verranno chiamate delle ‘StampaAlbero’ con parametro uguale a NIL (le foglie non hanno nodi sotto di esse e quindi hanno il valore NIL nei loro puntatori sx e dx) terminando la catena delle chiamate.









E’ molto importante capire che in un certo istante avremo più copie della procedura StampaAlbero attivate (ma una sola ‘funzionante’). Infatti la prima chiamata ( StampaAlbero(inizio) ) chiama sé stessa con il puntatore al suo figlio di sinistra e deve poi letteralmente rimanere in attesa alla riga n. 2 aspettando la fine dell’esecuzione di StampaAlbero(inizio^.sx). E quest’ultima dopo aver stampato la parte informativa del suo nodo aspetterà alla stessa riga per lo stesso motivo e così via. Riferendosi al disegno precedente, verranno chiamate in sequenza ben 4 StampaAlbero che esplorano tutto la parte a sinistra dell’abero, fino a raggiungere la prima foglia (l’ultimo nodo in basso a sinistra). Solo dopo che il meccanismo avrà fatto esplorare tutti i nodi a sinistra della radice, la procedura che ha ricevuto inizio come puntatore e che è stata fino ad ora in attesa potrà continuare la sua esecuzione e chiamare sé stessa sul figlio di destra: di nuovo si mette in attesa per la fine dell’esecuzione di questa chiamata che prima farà esplorare tutti i nodi alla destra della radice. Solo allora la prima procedura terminerà ‘raggiungendo il suo end’.

Quando la procedura è chiamata con NIL non fa niente ma si limita a terminare, senza richiamare più sé stessa ed interrompendo la catena delle chiamate. E’ molto importante che si raggiunga una situazione di terminazione: diversamente si andrebbe avanti fino all’esaurimento della memoria messa a disposizione per la ricorsione (stack) mandando in crash il processo di esecuzione e, forse, causando anche il blocco dell’elaboratore. 

Un algoritmo ricorsivo corretto prima o poi invece si ferma perché raggiunge la condizione di terminazione che è chiamata la base della ricorsione (in realtà potrebbe ancora esaurire la memoria se ha bisogno di troppi passi per essere concluso, ma concettualmente l’algoritmo è corretto). Pensate alla base della ricorsione come al caso che termina la ‘catena’ delle chiamate. Nel nostro esempio la base è rappresentata da nodo=NIL: la condizione dell’if non è verificata e la procedura non fa nulla (soprattutto termina e non fa altre chiamate a se stessa). 

E’ anche importante notare che ogni chiamata ricorsiva impegna la procedura con un problema più semplice dell’originale: la prima procedura attivata deve stampare l’intero albero; la seconda il sottoalbero di sinistra, la terza il sottoalbero di sinistra ancora e così via fino a che, in profondità, una procedura riceverà un puntatore ad una foglia; a questo punto avviene l’ultima chiamata alla procedura che riceverà un puntatore NIL: la procedura non fa nulla e la ‘catena’ si ferma.

NOTA: LA PARTE CHE SEGUE (1 PAGINA) E’ UN APPROFONDIMENTO PIUTTOSTO DIFFICILE DA SEGUIRE. E’ FACOLTATIVA.

ATTENZIONE: DOPO LA PARTE FACOLTATIVA LA DISPENSA PROSEGUE!! 

Esaminiamo in dettaglio cosa accade: la procedura viene invocata una prima volta e riceve il puntatore al primo nodo. Se questo è NIL (cioè se l’albero è vuoto) si ferma subito, come deve essere. Altrimenti stampa la parte informativa del primo nodo. Poi invoca se stessa sul figlio di sinistra con l’istruzione StampaAlbero(nodo^.sx). A questo punto le procedure attivate sono due! La prima ad essere cronologicamente chiamata, StampaAlbero(inizio), che rimane in attesa alla riga 2 aspettando il termine di StampaAlbero(nodo^.sx) che rappresenta la seconda procedura attivata in ordine di tempo. E’ molto importante capire che l’istruzione della riga 3, StampaAlbero(nodo^.dx), della prima procedura attivata non verrà eseguita fino a che non terminerà quella della riga 2.

La seconda procedura attivata inizia la sua esecuzione e stampa la parte informativa del nodo puntato dal parametro che ha ricevuto (se diverso da NIL). Poi effettua a sua volta una chiamata ricorsiva, attivando una terza copia della procedura StampaAlbero inviando come parametro il puntatore al suo figlio di sinistra. E così via. Ecco schematizzata la sequenza sul disegno dell’albero:



Gestione dello stack per la ricorsione
Tutte queste ‘incarnazioni’ della stessa procedura condividono lo stesso codice. Non si pensi cioè che se il meccanismo ricorsivo ha bisogno di 20 chiamate, in memoria sia presente 20 volte il codice della procedura. Quello che accade è che quando un’incarnazione di una procedura ad un qualche passo della ricorsione ha bisogno di chiamare sé stessa, il suo stato (una sua copia delle variabili locali con i valori fino a quel momento calcolati e un ‘segnalibro’ all’istruzione cui era arrivata)  è memorizzato in un area di memoria speciale, chiamata stack. Quando il controllo è restituito, anche molti passi dopo, ad una procedura, il suo stato è ripreso dallo stack ed essa può continuare dal punto in cui era stata interrotta. Lo stack è una struttura dinamica LIFO (Last In First Out) in cui l’ultimo dato inserito è il primo che può essere ripreso. Per fare un paragone pensate ad una pila di piatti: l’ultimo piatto lavato sarà il primo ad essere ripreso per il risciacquo. Questo modo di funzionare è essenziale per poter accedere nell’ordine giusto agli stati delle diverse procedure: infatti è quella chiamata per ultima che riavrà il controllo per prima e continuerò dal punto in cui era stata interrotta. Osservando il grafico precedente: la 3 chiama la 4 (e lo stato della 3 viene salvato); la 4 chiama la 5 (e lo stato della 4 viene salvato); la 5 finisce: deve riprendere la 4, è il suo stato che serve, non quello della 3! La 4, chiamata per ultima, ha bisogno prima della 3 del suo stato: gli stati devono essere ripristinati nell’ordine inverso in cui sono stati salvati. Uno stack (realizzato come un vettore di byte in una zona della RAM) si comporta esattamente in questo modo. Nella simulazione sottostante, proc sta per procedura.  





RIPRENDE LA PARTE NON FACOLTATIVA DELLA DISPENSA!!
In alcuni problemi è proponibile sia una soluzione iterativa (con i cicli) che ricorsiva. Quest’ultima risulterà più lenta nell’esecuzione e consumerà più memoria (salvare lo stato occupa tempo e spazio) ma più naturale se il problema ha una natura essa stessa ricorsiva. In questi ultimi casi spesso la soluzione ricorsiva è MOLTO più semplice da programmare, al punto da risultare l’unica strada percorribile… La ricorsione si è rivelata uno strumento assai utile nel campo dell’Intelligenza Artificiale (IA) dove strutture complesse come gli alberi sono all’ordine del giorno per rappresentare la conoscenza ed il percorso decisionale per la soluzione di un problema.

QUALCHE ESEMPIO DI SOTTOPROGRAMMA RICORSIVO

 Per definire un algoritmo ricorsivo dobbiamo sempre individuare:

Esempio 1: calcolo del fattoriale.

Indichiamo con Fatt(N) il fattoriale di un numero intero >=0. E’ il prodotto di tutti gli interi da 1 a N. Ad esempio Fatt(6) = 6 * 5 * 4 * 3 * 2 * 1. Per definizione si stabilisce che Fatt(0) è 1. E’ una funzione assai usata in matematica: ad esempio nel calcolo delle probabilità (combinazioni, disposizioni semplici o con ripetizione, coefficienti binomiali ecc.).

L’obiettivo è darne una definizione ricorsiva (esprimere un fattoriale usando ancora un fattoriale ma calcolato su un valore più semplice). Si ragiona così: qual è il caso più semplice di calcolo del fattoriale? Quando N è 0: infatti possiamo subito affermare senza bisogno di fare calcoli che il risultato è 1. E se dobbiamo calcolare Fatt(4)? Il risultato immediato non lo possiamo calcolare ma possiamo dire che è 4 * Fatt(3). Infatti Fatt(3)=3*2*1 e quindi 4*Fatt(3) equivale a 4 *  3*2*1, il calcolo di partenza.

Abbiamo allora ricondotto un caso più complesso, Fatt(4), al calcolo di un caso più semplice, Fatt(3). Come dire: non so calcolare direttamente Fatt(4) ma se riesco a calcolare Fatt(3) risalgo attraverso una moltiplicazione a Fatt(4). Fatt(3) è ancora troppo ‘difficile’ da calcolare ma lo si riconduce a Fatt(2): Fatt(3) = 3 * Fatt(2). Fatt(2) = 2 * Fatt(1). Fatt(1) = 1 * Fatt(0). Ma Fatt(0) so che vale uno senza bisogno di ricalcolare nessun altro fattoriale: ho raggiunto il caso base, la base della ricorsione che termina la catena delle chiamate ricorsive!


Schematicamente

Fatt(N) =

Esempio 2: calcolo di xy con x ed y interi positivi.

Indichiamo con XallaY(x,y) il sottoprogramma.

L’obiettivo è darne una definizione ricorsiva (esprimere una potenza usando ancora una potenza ma calcolata su un valore più semplice). Si ragiona così: qual è il caso più semplice ? Quando si chiede di elevare un numero alla zero. In questo caso infatti per definizione il risultato è 1. Un numero elevato alla prima può essere calcolato come il numero stesso moltiplicato la sua potenza zero. Infatti x1  = x * x0  = x * 1 = x. Abbiamo allora ricondotto un caso più complesso al calcolo di uno di cui sappiamo subito il risultato (x0). Ora che sappiamo calcolare un numero elevato alla prima siamo in grado di calcolare i quadrati, Infatti un numero al quadrato può essere calcolato come il numero stesso moltiplicato per la sua potenza prima: x2 = x * x1. E così via: x3 = x * x2 = x * x * x1 = x * x * x * x0; x4 = x * x3 ecc.  

Abbiamo allora ricondotto in generale un caso più complesso, xy, al calcolo di un caso più semplice, x * xy-1. 

Schematicamente


XallaY(x,y) =

Esempio 3: calcolo di x*y con x ed y interi, y<>0.

Indichiamo con XperY(x,y) il sottoprogramma.

L’obiettivo è darne una definizione ricorsiva (esprimere un prodotto usando ancora un prodotto ma calcolato su un valore più semplice). Si ragiona così: qual è il caso più semplice ? Quando si chiede di moltiplicare un numero per 1: il risultato è il numero stesso. Se invece dobbiamo calcolare un numero per 2 possiamo esprimere il calcolo come il numero sommato al prodotto del numero per 1: x * 2 = x + (x*1). Di nuovo abbiamo ricondotto un prodotto complesso al calcolo di un prodotto più semplice di cui sappiamo subito il risultato (x*1). E così via: x * 3 = x + x*2 = x + x + x*1; x * 4 = x + x * 3 ecc.

Schematicamente


XperY(x,y) =

Nota: matematicamente un prodotto è in effetti una somma ripetuta …  x * 4 = x + x + x + x che è esattamente quanto fa la ricorsione!

Esempio 4: calcolo di x+y con x ed y interi.

Indichiamo con XpiuY(x,y) il sottoprogramma.

L’obiettivo è darne una definizione ricorsiva (esprimere una somma usando ancora una somma ma calcolata su un valore più semplice). Si ragiona così: qual è il caso più semplice ? Quando si chiede di sommare zero ad un numero: il risultato è il numero stesso. Se invece dobbiamo sommare 1 possiamo esprimere il calcolo come 1 più il risultato della somma tra il numero e 0; infatti: x + 1 =  1 + (x+0). Di nuovo abbiamo ricondotto un prodotto complesso al calcolo di un prodotto più semplice di cui sappiamo subito il risultato (x+0). E così via: x + 4 = 1 + (x+3) = 1 + 1 + (x+2) = 1 + 1 + 1 + (x+1) = 1 + 1 + 1 + 1 + (x+0) = 1 + 1 + 1  + 1  + x.

Schematicamente


XpiuY(x,y) =

Esempio 5: calcolo della serie di Fibonacci (esempio di doppia chiamata ricorsiva)

La serie di Fibonacci è la seguente: 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 … dove ogni elemento è la somma dei due precedenti (ad eccezione del primo e del secondo che sono per definizione 0 ed 1).

Indichiamo con Fib(N) l’ennesimo numero della sequenza (si parte dalla posizione 0!). Ad esempio Fib(0)=0; Fib(1)=1; 2; Fib(7)=13.

L’obiettivo è darne una definizione ricorsiva: un numero verrà appunto espresso come somma dei 2 numeri di Fibonacci che lo precedono, fino ai primi due che sono fissati per definizione.  Fib(4) = Fib(3) + Fib(2) = Fib(2)+Fib(1) + Fib(1)+Fib(0) = Fib(1) + Fib(0) + Fib(1) + Fib(1) + Fib(0) = 3.

Schematicamente


Fib(N) =

Esercizi suggeriti: 

· calcolo di A-B

· calcolo di A / B

· inversione di una stringa

NOTA: ho numerato le righe per facilitare il successivo commento del codice.





1





NIL





I numeri indicano ovviamente la sequenza cronologica. Solo quelli vicino alle frecce continue indicano però l’attivazione di una nuova ‘incarnazione’ della procedura. Le frecce tratteggiate indicano il raggiungimento della base della ricorsione che fa terminare, relativamente a quella parte dell’albero, la catena delle chiamate. Ad esempio, la procedura attiva al punto 4, dopo aver stampato la sua parte informativa fa la chiamata ricorsiva passando come parametro NIL (infatti non ha figli). La procedura chiamata (punto 5) non fa allora nulla e termina. Il controllo ritorna allora alla procedura del punto 4 (seguite la freccia tratteggiata numerata 6) che è in attesa alla riga 2 del codice e che può finalmente fare la seconda chiamata ricorsiva (corrispondente alla riga 3 del codice) passando ancora NIL (anche il figlio di destra non esiste). La procedura invocata (numerata con 7) termina e restituisce il controllo ancora una volta a quella numerata con 4. Quest’ultima ha infine esaurito le sue istruzioni e termina, restituendo il controllo a quella numerata con 3, che chiama 10, che chiama 11 (con nil) e così via …
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10





9





12





11





NIL





8





NIL
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Radice (root)





nodo





arco





foglia





figlio





fratelli





La base della ricorsione: è il caso più semplice, quello per il quale sappiamo subito ‘calcolare’ il risultato. Quello a cui il meccanismo ricorsivo tenta di ricondursi un poco alla volta, passo dopo passo. 





Il passo ricorsivo: quando non siamo di fronte al caso più semplice dobbiamo tentare di esprimerlo attraverso una ‘formula’ che richiama lo stesso sottoprogramma che stiamo scrivendo ma con argomenti semplificati che ci avvicinano al caso che rappresenta la base della ricorsione





StampaAlbero(inizio)





StampaAlbero(inizio^.sx)





StampaAlbero(inizio^.dx)





StampaAlbero(inizio^.sx^.sx)





StampaAlbero(inizio^.dx^.dx)





…





…





StampaAlbero(nil)





StampaAlbero(nil)





StampaAlbero(nil)





Stato proc 1





Stato proc 1





Stato proc 2





Stato proc 2





Stato proc 1





Stato proc 3





Stato proc 3





Stato proc 2





Stato proc 1





Stato proc 4





1 se N =0





Stato proc 3





Stato proc 2





Stato proc 1





N * Fatt(N-1) se N>0





Proc 1 chiama proc 2





Lo stato di proc 1 viene salvato sullo stack





Proc 1 è messa in attesa





Proc 2 chiama proc 3





Lo stato di proc 2 viene salvato sullo stack





Proc 2 è messa in attesa





Proc 1 è sempre in attesa





Proc 3 chiama proc 4





Lo stato di proc 3 viene salvato sullo stack





Proc 3 è messa in attesa





Proc 1 e 2 sono sempre in attesa





Proc 4 chiama proc 5





Lo stato di proc 4 viene salvato sullo stack





Proc 4 è messa in attesa





Proc 1, 2 e 3 sono sempre in attesa





Proc 5 termina





Lo stato di proc 4 viene tolto dallo stack





Proc 4 riprende dalla riga alla quale si era interrotta





Proc 1, 2 e 3 sono sempre in attesa





procedure Fatt(N: integer): real;


begin


  if N=0 then 


    Fatt:=1


  else


    Fatt:= N * Fatt(N-1)


end;





NOTA: come valore restituito ho scelto un real in quanto il calcolo del fattoriale molto rapidamente porta al superamento della capacità di una variabile integer.





procedure XallaY(x,y: integer): real;


begin


  if y=0 then 


    XallaY:=1


  else


    XallaY:= x * XallaY(x,y-1)


end;





NOTA: come valore restituito ho scelto un real in quanto il calcolo di una potenza molto rapidamente può portare al superamento della capacità di una variabile integer.





1 se y =0





x * XallaY(x,y-1) se y>0





procedure XperY(x,y: integer): real;


begin


  if y=1 then 


    XperY:=x


  else


    XperY:= x + XperY(x,y-1)


end;





NOTA: come valore restituito ho scelto un real in quanto il calcolo di prodotto può portare abbastanza facilmente al superamento della capacità di una variabile integer.





x se y =1





x + XperY(x,y-1) se y>0





procedure XperY(x,y: integer): integer;


begin


  if y=0 then 


    XpiuY:=x


  else


    XpiuY:= 1 + XpiuY(x,y-1)


end;








x se y =0





1 + XpiuY(x,y-1) se y>0





procedure Fib(N: integer): integer;


begin


  if N=0 then 


    Fib:=0


  else


    if N=1 then 


      Fib:=1


     else


        Fib:=Fib(N-2) + Fib(N-1)


end;








0 se N =1, 1 se N=1





Fib(N-2)+Fib(N-1) se N>1
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