Cenni sulla complessità computazionale degli algoritmi   -  versione 1.0 (maggio 2004)

Complessità computazionale degli algoritmi
Quasi sempre, per uno stesso problema esistono diversi algoritmi che lo risolvono. Ad esempio la ricerca della prima occorrenza di un valore in un vettore ordinato può avvenire sequenzialmente oppure sfruttando la nota tecnica dicotomica (binaria).
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Analisi delle prestazioni della ricerca sequenziale

La ricerca sequenziale scandisce il vettore dall'inizio, elemento dopo elemento da sinistra verso destra, ogni volta spostandosi verso destra di una posizione. Ogni volta si confronta l'elemento con i valore che si sta cercando e se coincidono la ricerca termina.

Nel caso più fortunato (ottimo), quindi, la ricerca sequenziale trova l'elemento cercato subito l'inizio, considerando in totale un solo elemento. Nel caso più sfortunato (pessimo) l'elemento che si sta cercando si trova proprio in ultima posizione: in questo caso sono stati considerati N elementi, se N è la dimensione del vettore. È abbastanza intuitivo che nel caso medio l'algoritmo dovrà considerare metà degli elementi prima di trovare quello desiderato.

Analisi delle prestazioni della ricerca dicotomica.

La ricerca dicotomica procede in questo modo: si confronta il valore che si sta cercando con l'elemento che sta in posizione centrale. Se i valori coincidono la ricerca ovviamente termina. Se il valore che stiamo cercando e più grande di quello che abbiamo trovato nella posizione centrale, scartiamo tutta la metà inferiore del vettore (perché essendo ordinato conterrà tutti elementi inferiori a quello che stiamo cercando) e continuiamo la ricerca nella metà superiore del vettore. Viceversa, se il valore che stiamo cercando è più piccolo di quello che abbiamo trovato nella posizione centrale, scartiamo tutta la metà superiore del vettore (perché essendo ordinato conterrà tutti elementi superiori a quello che stiamo cercando). Si ripete il procedimento con la metà del vettore che a senso considerare che poi con la metà della metà e così via, fino a che o si trova l'elemento o si esaurisce il vettore.

Esempio: vogliamo localizzare il numero 80. Il vettore iniziale ha 22 posizioni. Consideriamo l'elemento in posizione centrale (posizione 11): contiene il numero 44. Poiché i valore che stiamo cercando, 80, è superiore a 44, sarebbe inutile cercarlo nella metà inferiore del vettore perché, essendo quest'ultimo ordinato, lì troveremmo solo valori più piccoli di 44 e quindi anche di 80. La ricerca viene invece ristretta alla metà superiore del vettore, quella dalla posizione 12 alla posizione 22. In questo modo abbiamo con un solo confronto eliminato bene il 50% degli elementi! Si considera poi l’elemento in posizione centrale da parte del vettore avanzata: posizione 16, e troviamo l'80!

Allora nel caso ottimo la ricerca dicotomica trova, come la controparte sequenziale, l'elemento al ‘primo colpo’. Nel caso pessimo, dividendo ogni volta a metà lo spazio di ricerca, impiegherà un numero di volte pari a quello per cui possiamo dividere per due il numero di elementi. Ad esempio, se il vettore avesse 32 elementi, cercheremo prima a metà rimanendo con 16 elementi, poi nella metà della metà (8 elementi), poi 4 elementi, poi 2 e poi 1. Cinque volte, tante quante possiamo dividere per 2 partendo da 32. Matematicamente questo non è nient'altro che il logaritmo in base due di quel numero. Infatti due elevato alla quinta fa proprio 32. 

Confronto tra le due tecniche

Immaginiamo di avere allora un vettore con un milione di elementi. La ricerca sequenziale mediamente farà 500.000 confronti. La ricerca dicotomica log2 (1000000), cioè 10, e nel caso pessimo !! Penso che a tutti sia evidente l'incredibile diversità di questi risultati: se il microprocessore usato impiegasse 1/10 di secondo a fare un confronto, la prima tecnica impiegherebbe, mediamente, 14 ore, mentre quella dicotomica 1 secondo !

Morale della favola: essere capaci di valutare le prestazioni di un algoritmo è estremamente importante per l'informatica, perché permette di confrontare tra loro algoritmi che risolvono lo stesso problema.

E le prestazioni sono legate a quella che viene chiamata la complessità computazionale di un algoritmo. 

Questa dispensa vuole appunto essere un'introduzione a questa branca dell'informatica, lo studio della complessità computazionale degli algoritmi.

La complessità computazionale misura il numero di operazioni significative (complessità in tempo) che un microprocessore è costretto a compiere per svolgere un algoritmo e/o la quantità di RAM che deve usare (complessità in spazio). 
Ma poiché oggigiorno non è più un problema aggiungere RAM al sistema (costa poco), quello che interessa è trovare un algoritmo il più veloce possibile costi quel che costi in termini di RAM. Ecco perché la complessità computazionale oggi si occupa solo della complessità in tempo. 
Unità di misura della complessità computazionale.

Ma perché di un algoritmo si contano le operazioni e non il tempo che impiega? Considerate il seguente esempio.

Dire che l'algoritmo ‘A’ risolve un problema in 2 secondi e l'algoritmo ‘B’ lo risolve in 5, dice poco. Anzi, potrebbe essere addirittura fuorviante senza ulteriori precisazioni: infatti se l'algoritmo ‘A’ è stato eseguito su un microprocessore 100 volte più veloce di quello con cui è stato eseguito l'algoritmo ‘B’, in realtà anche se il tempo di esecuzione di ‘A’ è meno della metà di quello di ‘B’ è ovvio che sia quest'ultimo il migliore!

Ma anche ponendo il vincolo di eseguire gli algoritmi sullo stesso microprocessore ci sono altri problemi. Immaginiamo di ideare un terzo algoritmo alcuni anni dopo (cosa assai frequente nella storia dell'informatica): è assai probabile che il processore su cui sono stati eseguiti ‘A’ e ‘B’ non sia più disponibile sul mercato! Saremo costretti a rifare tutte le prove comparative con il nuovo microprocessore! E tenendo conto della velocità con cui si susseguono sul mercato le introduzioni di nuovi microprocessori …
Molto meglio utilizzare un’unità di misura indipendente dal microprocessore, che permetta di calcolare addirittura con carta penna la complessità computazionale di un algoritmo. Il numero di operazioni necessarie a completare un algoritmo rimane sempre lo stesso anche se cambia il microprocessore.

Inoltre è semplice convertire il numero di operazioni nel tempo necessarie ad eseguirle: basta sapere quanti secondi impiega un certo microprocessore ad eseguire una di queste operazioni e moltiplicare questo valore per il numero delle operazioni. Se si sa, ad esempio, che un algoritmo necessita di 1000 moltiplicazioni e che il nostro microprocessore impiega un millisecondo a fare una moltiplicazione, significa che con l'algoritmo verrà eseguito dal nostro microprocessore in 1000 millisecondi, cioè 1 s.

Operazioni significative
Il lettore più attenti avranno notato l'aggettivo ‘significative’ utilizzato nella definizione di complessità computazionale. Un algoritmo è di solito espresso in funzione di diverse operazioni: assegnamenti, operazioni matematiche come addizioni o moltiplicazioni, confronti ecc. Si considerano però quelle più onerose per quel algoritmo. Ad esempio (fonte: adattamento in pascal da un esempio Eiffel, Callegarin, Nuovo corso di informatica)
function ProdottoScalare(a,b: vetInt; quanti: integer): integer;

Var i, ris: integer;

Begin

   ris:=a[1]*b[1];

   for i:=2 to quanti do 

      ris:=ris+a[i]*b[i];

   ProdottoScalare:=ris;

 end

Questa funzione implementa un algoritmo per la moltiplicazione di due vettori di interi (prodotto scalare). Notate la presenza di un mix di operazioni: assegnamenti, moltiplicazioni, somme, quelle necessarie ad invocare la funzione (copia degli argomenti sullo stack). In modo più preciso, indicando con tot(n), il numero totale delle operazioni in funzione del numero ‘n’di elementi nei vettori:
tot (n) = n*mol + (n-1)*add + (n-1)*it_for + call 

Vengono svolte infatti ‘n’ moltiplicazioni (mol), ‘n-1’ addizioni (add), ‘n-1’ iterazioni del ‘for’ (incrementi della variabile di controllo e confronto con il valore limite, it_for) e chiamata della funzione (call).

Di tutte queste operazioni, la più onerosa è di gran lunga la moltiplicazione, al punto da potere considerare, soprattutto per grandi valori di N (vettori molto ‘ lunghi’), trascurabili le altre. Quindi calcolare il numero di operazioni di questo algoritmo equivale a contare quante operazioni significative, cioè le moltiplicazioni, esegue se ‘n’ è il numero di elementi nei vettori:  tot(n) = n*mol.
E se indichiamo con Ttot il tempo necessario ad eseguire l'algoritmo: Ttot = n*Tmol, dove Tmol è il tempo necessario a fare una moltiplicazione . 

Funzione complessità  C(n)
Indica quante operazioni significative impiega l'algoritmo a risolvere un problema di dimensione N. in riferimento all'esempio precedente C(n)=n in quanto per risolvere quel tipo di problema con dimensione ‘n’ (vettori con ‘n’ elementi) sono necessarie ‘n’ operazioni significative per quel algoritmo (moltiplicazioni).

NOTA: interessa sapere il comportamento della funzione C(n) per grandi valori di N (se i dati sono pochi il guadagno di un algoritmo rispetto ad un altro potrebbe essere trascurabile), cioè quella che viene definita la complessità asintotica.

Inoltre si cerca sempre di calcolare la complessità per il caso ottimo, pessimo e medio. 

Notazioni O, Ω, Φ. 

Nella letteratura informatica potreste trovare citazioni che indicano un certo algoritmo come  avente complessità di ordine O(n2) o di ordieO(logN) od in generale con qualche altra funzione tra parentesi (i due esempi proposti si leggono rispettivamente come ‘ordine o grande di n2 ‘ e ‘ordine o grande di logN). 

Significa, con una certa approssimazione, che la funzione indicata tra parentesi rappresenta, asintoticamente, un limite superiore per la complessità di quell’algoritmo. Detto in altre parole, che la complessità del nostro algoritmo per grandi numeri non avrà un andamento peggiore di quello della funzione indicata tra parentesi.

Questo perché a volte il calcolo della complessità e così complesso da non essere possibile farne una stima esatta, ma ci si ‘deve accontentare’ di sapere che asintoticamente non supererà un certo andamento.

Similmente per la notazione Ω(…): ordine omega di … In questo caso, sempre con una certa approssimazione, la funzione indicata tra parentesi rappresenta un limite inferiore. Detto in altre parole, che la complessità del nostro algoritmo per grandi numeri non avrà un andamento migliore di quello della funzione indicata tra parentesi.

Se una certa complessità è contemporaneamente O e Ω di una qualche funzione, si dice che la complessità è Φ(…): ordine  teta di … Significa che siamo stati in grado di fare una stima precisa della funzione di complessità.
Complessità polinomiali ed esponenziali

Si dicono complessità polinomiali quelle della forma nk , mentre si dicono complessità esponenziali quelle che contengono la n all'esponente (2n, nn, n!, 3logn ).

Se un algoritmo ha una complessità di ordine esponenziale ‘siamo nei guai’ … osservate la seguente tabella (fonte: slide di una presentazione della prof. Maddalena Zacchi, università di Torino, resa disponibile su Internet):

[image: image1.emf]T(n)  Il computer piu’ veloce del mondo nel 1990  Un computer 1000 volte piu’ veloce   n lgn          1.5 x 10 3  miliardi          1 x 10 6  miliardi     n 2           8 milioni           260 milioni     n 5                570                 2300     2 n                 46                   56     n!                 16                   18      


Immaginando che il nostro processore di riferimento impieghi un micro secondo (1() per eseguire un'operazione, la seconda colonna indica il tempo necessario, per complessità crescenti su ciascuna riga, a risolvere problemi di dimensione 10. La terza colonna problemi di dimensione 20 e così via. Balza all'occhio l'incommensurabile salto nel passaggio da una complessità polinomiale ad una esponenziale.
Ad esempio per elaborare 1000 dati un algoritmo con complessità n2 impiegherà 1 secondo, mentre un algoritmo con complessità 2n impiegherà l'inimmaginabile cifra di 10287 anni, un valore che l'intera vita dell'universo non inizia neppure ad intaccare!!
Non deve quindi sorprendere se algoritmi di cui si sa che la complessità è di tipo esponenziale siano detti intrattabili.

Qualcuno potrebbe sperare che i problemi di cui si conoscono algoritmi risolutivi solo di complessità esponenziale siano stranissimi, difficilissimi da trovare e da affrontare nelle problematiche quotidiane, ma purtroppo non è così:
Problema del commesso viaggiatore. 

Visitare n città C1 , ...,Cn partendo e tornando dalla stessa città passando una sola volta in tutte le altre minimizzando il costo del viaggio.
Il viaggio tra la città i e città j ha un costo cij ( distanza e/o costo di trasporto ). 

Ad oggi non esiste alcun algoritmo polinomiale che risolva questo problema. Essenzialmente tutte le soluzioni fino ad oggi proposte non sanno fare di meglio che provare tutte le possibilità in modo sistematico.
La natura ‘enigmistica’ di questo problema non deve trarre in inganno: molti problemi concreti ha la stessa struttura. Ecco qualche esempio:

Programmazione di n lavori (su una stessa macchina ) con  cij che rappresenta il ‘costo’ del passaggio dal lavoro i a lavoro j. 

Programmazione del lavoro di una macchina automatica (tipo trapano) che deve spostarsi per effettuare n buchi su una lastra.
Determinare i flussi delle merci tra i magazzini dei fornitori e dei distributori



Determinare il percorso più breve che connette due città 

Ed ecco un altro esempio di ‘brutta gatta da pelare’:

Problema dello zaino (knapsack)
Riempire un contenitore di un certo volume con oggetti scelti tra n a disposizione. Ogni oggetto ha un valore. L’obiettivo è quello di massimizzare il valore totale degli oggetti posti nel contenitore 



Carico scarico merci

Taglio di tessuti

Scelta di quali progetti finanziare, rispettando un budget fissato, in modo da massimizzare i profitti. 

Meglio un computer più veloce o un algoritmo più efficiente ?
Beh, potrebbe suggerire qualcuno: perché ‘scervellarsi’? Basta aspettare la prossima generazione di microprocessori o al massimo quella ancora dopo e non c'è zaino che tenga!

Ecco la solita tabella … (fonte: slide di una presentazione della prof.  Maddalena Zacchi, università di Torino, resa disponibile su Internet). Dà la dimensione dei problemi risolvibili da algoritmi di complessità crescente.
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Quale insegnamento ne possiamo trarre? Che se l’algoritmo ha complessità esponenziale (è intrattabile) anche con un computer 1000 volte più veloce, si passa dalla capacità di elaborare problemi di grandezza 16 a quella di elaborare problemi di grandezza 18. Detto in altre parole, se si trattasse del problema del commesso viaggiatore, si passerebbe dal saper trattare mappe con 16 città a mappe con 18 città: un ben misero guadagno.

Morale della favola: è MOLTO meglio cercare di ‘abbassare’ la complessità di un algoritmo, cioè ha ancora MOLTO più valore l’intelligenza rispetto alla forza bruta !!
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